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초록 / Abstract

4변수 부울 함수 공간  ( )에는 서로 다른 세 종류의 대칭이 작용한다. (i) 변수의 이름을

바꾸는 순열군 , (ii) 입력 비트를 뒤집는 반전군 , (iii) 카르노맵 평면의 격자 대칭이다. 본 논문은 이 대칭들의

관계를 정리하고 각각이 만드는 궤도(동치류)의 개수를 모두 계산하며, 아핀 함수(10개 궤도)와 단조 함수(30개

궤도)는 궤도의 목록까지 제시한다. 이 논문은 필요한 정의와 증명을 본문에 싣는 것을 목표로 한다. 요구하는

배경은 군론의 기초(군의 작용, 부분군의 지표, 반직접곱, 켤레류)와 Burnside 보조정리이다. 일부 수치(5.5절의

궤도 크기 분포, 6.5절의 그림 종류별 함수 개수)는 컴퓨터로 수행한 유한 계산이며, 본문에 계산 방법을 적고 값은

스크립트로 재현한다.

주요 결과는 다음과 같다.

1. 변수 배치. 4변수 카르노맵에 변수를 배치하는 방법 가지는 카르노맵의 격자 대칭군  (위수 128; 행과

열 각각의 이동·반사와 행·열 맞바꿈이 만드는 군, 3.2절)에 의해 정확히 3개의 동치류 , 

, 로 나뉜다. 는 입력 반전과 변수 순열이 이루는 군  (위수 384)에서 변수 쌍 분할

하나의 안정화군이며 지표가 3이다.

2. 그림의 불변성. 완전 대칭 함수(XOR, 다수결 등 32개)의 카르노맵 그림은 24개 배치 모두에서 동일하다. 배치에

따라 그림이 달라지는 것은 비대칭 함수이며, 전체 중 26,112개는 세 동치류에서 서로 다른 그림이 된다.

3.  궤도 분류. 전체 공간은 3,984개, 아핀 함수 32개는 10개, 단조 함수 168개는 30개, 자기쌍대 함수 256개는

32개의 궤도로 분할된다. 각 Burnside 계산의 Fix 값을 모두 제시한다.

4. 합성군. 와 격자 대칭이 생성하는 군은 직접곱이 아니라 이며, 이 군 아래에서 는 402개, 아핀 공간은

6개, 자기쌍대 공간은 7개의 궤도로 분할된다. 3,984, 30, 402는 문헌(OEIS, 곧 정수열 온라인 백과사전의 수열

A003180, A003182, A000616)에 알려진 값과 일치하는 독립 재계산이다.

본문의 수치는 저자가 작성한 전수 열거 스크립트(1.4절)의 출력과 대조했다. 이론 계산과 스크립트는 같은 저자의

작업이므로 외부 검증은 아니다.

주제어: 카르노맵, 부울 함수 공간, 변수 배치 동치류,  대칭군, 부호 순열군, 번사이드 보조정리, Hamming

Weight 레이어, 궤도 분류, Post의 격자

1. 서론 (Introduction)

1.1 연구 배경과 문제

카르노맵(Karnaugh, 1953)은 논리식의 곱의 합(SOP) 표현을 최소화하는 도구로 널리 쓰인다. 인접한 셀의 입력이

정확히 한 비트만 다르도록 Gray code (Gray, 1953) 순서로 입력을  격자에 배열하면, 인접한 셀 묶음으로

공통 변수를 소거할 수 있다. 이 도표는 Veitch (1952)의 차트를 개량한 것으로, Veitch의 차트가 입력을 이진수
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순서로 배열한 데 비해 Karnaugh는 Gray code 순서를 쓴다 (이 순서의 차이는 3.5절의 명제 2에서 다시 나온다).

스위칭 회로에 부울 대수를 적용한 것은 Shannon (1938)이고, 논리식 최소화의 알고리즘적 방법은 Quine (1952)

과 McCluskey (1956)에 있다. 그러나 카르노맵은 단순한 표가 아니라 수학적 구조를 가진다.

1. 격자의 양끝(첫 행과 마지막 행, 첫 열과 마지막 열)도 한 비트 차이이므로 인접하다. 4변수 카르노맵의 인접

그래프는  이산 토러스, 곧 4-순환 그래프  둘의 데카르트 곱 이고, 이는 4차원 초입방체 

의 인접 그래프와 동형이다.

2. 변수 를 행과 열에 배치하는 방법은 가지인데, 교재가 제시하는 는 하나의 선택일

뿐이다. 배치를 바꾸면 같은 함수의 그림이 달라질 수 있다. 어떤 배치들이 본질적으로 같은가?

3. 65,536개의 함수 중 어떤 것들이 변수 이름을 바꾸거나 입력을 반전해도 같은 구조인가? 이를 세는 것이 궤도

분류 문제이다. 배치를 바꾸는 것은 함수에 변수 순열을 적용하는 것과 같으므로(6.5절), 위 2의 배치 문제는 이

궤도 분류 문제의 한 조각이다.

1.2 관련 연구와 본 논문의 위치

고전적 계수 결과. 부울 함수를 입력 변수의 순열(P), 입력의 반전(N), 출력의 반전(N)으로 분류하는 문제는

스위칭 이론의 고전적 주제이다. 입력의 순열과 반전을 허용한 동치류를 NP류, 여기에 출력의 반전까지 허용한

동치류를 NPN류라 한다. NP류의 개수는 Slepian (1953)이 구했고, Pólya (1937)의 계수 이론과 Harrison

(1963, 1971)이 이를 일반화했다. Golomb (1959)도 이 분류 문제를 다룬다. 4변수에서 NP 동치류는 402개

(OEIS A000616), NPN 동치류는 222개(A000370)로 알려져 있다. 본 논문의 -궤도가 NP류이다(6.3절).

변수 순열군 만의 작용 아래 4변수 함수의 궤도 수 3,984는 A003180에 있다. 따라서 본 논문의 3,984와

402는 새 결과가 아니라 독립 재계산이며, 우리의 Fix 표가 이 값들을 재현한다는 점이 검증이다.

단조 함수. 변수 순열 아래 비동치 단조 함수의 개수 30( )과 210( )은 A003182에 있다(2, 3, 5, 10,

30, 210, 16353, …). 이는 Dedekind 수의 동치류 버전이다. 단조 함수의 총수(Dedekind 수)는 Dedekind

(1897)가 처음 다루었고, 5변수 자유 분배 격자의 크기는 Church (1940)가 계산했다(상수 두 개를 더하면

7,581). 까지의 동치류 계산이 Stephen와 Yusun (2012)에 있다. 따라서 30과 210 역시 새 수치가

아니다. 본 논문이 추가하는 것은 30개 궤도의 명시적 목록과 궤도 크기 분포(5.5절)와 Fix 값이다.

클론. Post (1941)는 부울 함수 집합 중 합성과 변수 식별에 닫힌 것(클론)의 격자 전체를 분류하였다(현대적

개관은 Böhler 외, 2003). 본 논문이 다루는 아핀, 단조, 자기쌍대 함수는 그 대표적인 클론이다. 이 클론들

각각의 개수는 알려져 있으나(예: 자기쌍대 단조 함수 개수는 A001206), 자기쌍대 함수의 -궤도 수

(4변수에서 32)와 아핀 함수의 궤도 수는 우리가 검색한 범위에서 문헌 값을 찾지 못했다.

초입방체의 대칭. 카르노맵의 인접 그래프가 와 동형이므로(1.1절) 그 자기동형군은 의 자기동형군, 곧

부호 순열군  (위수 )이다. 의 자기동형군이 위수 의 초팔면체군이라는

사실은 고전적이다 (Coxeter, 1973; Harary, Hayes & Wu, 1988; Humphreys, 1990). 이 사실 자체는

새롭지 않으며, 본 논문은 카르노맵의 격자 대칭(3.2절의 )이 이 군의 지표 3인 부분군임을 보인다.

본 논문의 기여는 다음과 같이 한정한다. (a) 카르노맵의 격자 대칭을 의 부분군 로 식별하고 변수 배치

24가지가 3개의 동치류로 나뉨을 이 군의 지표 3으로 설명한다(정리 1). 정리 1의 "3"은 네 변수를 두 쌍으로

나누는 방법의 수와 같은 사실이며(3.3절의 주), 새로운 점은 격자 대칭을 의 부분군으로 식별하여 이 사실을

의 크기로 설명하고 6.5절의 그림 종류 계산으로 잇는 데 있다. (b) 카르노맵 그림이 배치에 따라 몇

가지로 달라지는지를 -궤도가 -궤도로 쪼개지는 수로 환원하고 전수 계산한다(정리 4). (c) 위 고전적

수치들을 한 틀(Burnside 표)에서 재현하고, 클론별 궤도 구조와 목록을 명시한다. (a), (b)는 카르노맵 모델에

특화된 내용이라 우리가 검색한 범위에서 선행 문헌을 찾지 못했다. 다만 문헌 검색은 제한적이었으므로 이는

선행 연구가 없다는 주장이 아니다.
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1.3 논문의 구성

2장은 기호와 도구를 정의한다. 3장은 변수 배치와 격자 대칭을 다룬다. 4장은 완전 대칭 함수를 분류한다. 5장은 

궤도를 계산한다. 6장은 합성군과 그 궤도를 계산한다. 7장은 한계와 향후 과제를 논한다.

1.4 재현성

이 논문의 GitHub 저장소(github.com/inha20/7KarnaughGroupClassification)의 scripts/에 있는 표준

라이브러리 전용 Python 스크립트가 본문의 수치를 열거로 대조한다. 스크립트는 논문에 싣지 않았다. 본문의 "( v

erify_*.py로 확인)"은 해당 스크립트의 출력이 그 값과 일치한다는 뜻이다.

스크립트 검증 내용

verify_orbits.py 5장:  궤도 수(열거 및 Burnside)

verify_tables.py 5장: Fix 표, 궤도 크기 분포, 안정화군의 위수, 그림 비교

verify_double_action.py 3, 6장: 격자 대칭과의 합성군의 크기와 궤도 수

verify_b4_table.py 6장:  켤레류 표와 전수 열거 대조

verify_pictures.py 3.5절: 세 배치의 그림 비교 전수 탐색

verify_extras.py 3.5절 명제 2, 5.5절 단조 30궤도 목록, 5.6절 , 6.5절 정리 4, 7.3절  예비 결과

verify_picture_criterion.py 6.3절 부호 순환의 점 순환 분포, 6.5절 정리 5와 따름정리 6

verify_monotone_fix.py 5.3절 단조 Fix 값 = 궤도 순서집합의 상집합 수

verify_stabilizer_counts.py 5.5절 단조 궤도 크기 분포(뫼비우스), 6.5절 그림 종류별 함수 개수(포함·배제)

verify_figures.py 그림 1~9: 그림의 격자 값이 본문이 말하는 함수·배치·축 순서와 일치하는지 대조

verify_clone_generators.py 5.3절: 아핀·단조·자기쌍대 함수가 각각 XOR과 상수 1 / AND, OR와 상수 / NOT과 3입력

다수결로 생성됨

2. 준비: 부울 함수, 카르노맵, 군

2.1 부울 함수 공간

입력점 는 16개이다. 부울 함수 는 16개 입력점에서의 값으로 결정되므로,

16비트 정수로 표현되고 의 크기는 이다. 변수는 , , , 로 쓴다. 민텀

는 입력이 정수 의 4비트 이진 표현( 이 최상위 비트)일 때만 1인 함수이고,  또는 는

이들의 합(OR)이다. 예를 들어 이다.

2.2 카르노맵 모델

2비트 Gray code는 이며, 이를 인덱스 에 대응시킨다. 변수 쌍 가 행을, 쌍

가 열을 담당하는 배치를 로 쓴다. 입력 는 셀 에 놓이며, 는 행 인덱스 의 Gray

라벨, 는 열 인덱스 의 Gray 라벨이다. 인덱스 과 의 라벨 , 은 한 비트만 다르므로 격자의 양끝도

인접하다. 따라서 카르노맵의 인접 구조는 토러스이다. (여기서 는 변수 이름이며, 3.2절부터 쓰는 격자 대칭군

와 다르다. 이 논문에서는 이 아핀 함수의 집합과 4.2절의 레이어에, 가 자기쌍대 함수의 집합과 변수 에,

가 켤레류와 순환 그래프에 쓰이며 모두 문맥으로 구분한다.)
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그림 1. 2비트 Gray code . 이웃한 라벨은 한 비트만 다르고 (화살표 위의 기호는 두 라벨이 공유하는

비트), 마지막 과 처음 도 한 비트만 다르다.

그림 2. 표준 배치 의 카르노맵 (행은 , 열은 , 라벨은  순서). 좌상단 칸이 입력 이다. 그림은

민텀 만 1인 함수, 곧 4.3절의  (Exactly-0)의 그림이다.

2.3 군과 작용

변수 순열군 : 는 입력점에 로 작용한다 ( ). 이 정의는 합성 순서가 뒤집히는

오른쪽 작용이지만, 궤도와 고정점의 수와 안정화군은 왼쪽 작용으로 읽어도 달라지지 않는다.

입력 반전군 : .

부호 순열군  (일반의 에 대해 , 위수 ; 초팔면체군이라고도 한다): 위 두 가지를 합성한

사상  전체이다. 은 의 정규부분군이고 는 의 여군

(complement, 이고 인 부분군)이므로 , 이다. 이는

4차원 초입방체 의 자기동형군이다.

함수에 대한 작용: 입력점의 치환 는 로 함수에 작용한다.

지표와 화환곱. 부분군 의 지표는 이다. 군 와 의 화환곱 는 에 두

인자를 맞바꾸는 원소를 더한 군 이다.

2.4 번사이드 보조정리

이 보조정리는 Burnside (1897)의 교재에 실려 그의 이름이 붙었으나, 그 이전에 Cauchy와 Frobenius가 알고

있었다 (Neumann, 1979). 유한군 가 유한집합 에 작용할 때 궤도의 수는

이다. 가 의 16개 입력점에 일으키는 순환(cycle)의 개수를 라 하면, 로 불변인 함수는 각 순환 위에서

상수이므로 이다.

00 → 01 → 11 → 10 → 00

10 00

AB/CD AB CD 00, 01, 11, 10 0000

m ​0 E ​0

S ​4 π ∈ S ​4 (πx) ​ =i x ​π(i) ∣S ​∣ =4 24

N = {(id, c) : c ∈ Z ​} ≅2
4 Z ​2

4 (x ↦ x ⊕ c)

B ​4 n B ​ =n Z ​ ⋊2
n S ​n 2 n!n

(π, c) : x ↦ (x ​ ⊕π(1) c ​, … ,x ​ ⊕1 π(4) c ​)4 N B ​4 S ​4 N

N ∩ S ​ =4 1 NS ​ =4 B ​4 B ​ =4 N ⋊ S ​4 ∣B ​∣ =4 2 ⋅4 4! = 384

Q ​4

g (g ⋅ f)(x) = f(g x)−1

H ≤ G [G : H] = ∣G∣/∣H∣ A Z ​2 A ≀ Z ​2 A × A

(A × A) ⋊ Z ​2

G X

∣X/G∣ = ​ ​ ∣Fix(g,X)∣, Fix(g,X) =
∣G∣
1

g∈G

∑ {x ∈ X : gx = x}

g Z ​2
4 c(g) g

∣Fix(g, F ​)∣ =4 2c(g)
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3. 변수 배치와 카르노맵의 대칭

3.1 변수 배치와 동치

가지의 배치  각각은 입력점을 셀로 보내는 전단사 를 정한다. 두 배치 에 대해 어떤

격자 대칭 가 존재하여 이면 와 를 동치라 한다. 이는 임의의 함수 에 대해 두 배치에서의

그림이 격자 대칭으로 옮겨진다는 뜻이다. 격자 대칭의 군은 다음 절에서 정의한다.

3.2 격자 대칭군 

 위의 4-cycle(인덱스 이 원형으로 인접)의 자기동형군은 위수 8의 이면체군 

이다. 이를 행과 열에 독립적으로 적용하고 행과 열을 맞바꾸는 전치까지 허용한 군을

이라 한다. 이는 격자의 회전·반사 8개(평면 대칭 )와 토러스 이동  (16개)가 생성하는 군 

와 같다. 생성원이 모두 의 원소이므로 이 군은 의 부분군이고, 토러스 이동의 군이 정규부분군이며

평면 대칭과의 교집합이 자명하므로 위수는 이다.

보조정리 1 (Gray code 위의 대칭). 인덱스 은 라벨 로, 는 

로, 는 로 작용한다.

증명. 라벨  ( )에서 직접 확인한다. 은 이고, 이는

와 일치한다. 는 , 이므로 이다. 는 이 둘의

합성으로 , , , 곧 이다. 

보조정리 1의 는 변수 쌍의 두 변수를 맞바꾸는 것과 같다. 그림 3, 4는 이를 보여 준다. 행 변수 를

맞바꾸면 라벨 과 이 서로 바뀌고 , 은 그대로이므로, 위치 과 의 행이 서로 바뀌고 위치 , 의 행은

고정된다. 열 변수에서도 같다.

24 σ Φ ​ :σ Z ​ →2
4 {0, 1, 2, 3}2 σ,σ′

w Φ ​ =σ′ w ∘ Φ ​σ σ σ′ f

W

Z ​4 0, 1, 2, 3 D ​(Z ​) =4 4 {i ↦ ±i + k}

W = D ​(Z ​) ≀4 4 Z ​, ∣W ∣ =2 8 ⋅ 8 ⋅ 2 = 128

D ​4
grid Z ​ ×4 Z4 D ​ ⋉4

grid

(Z ​ ×4 Z ​)4 W W

8 ⋅ 16 = 128 = ∣W ∣

i ↦ i + 1 (a, b) ↦ (b, ¬a) i ↦ 3 − i (a, b) ↦ (¬a, b)

i ↦ −i (a, b) ↦ (b, a)

00, 01, 11, 10 i = 0, 1, 2, 3 i ↦ i + 1 00 → 01 → 11 → 10 → 00

(a, b) ↦ (b, ¬a) i ↦ 3 − i 00 ↔ 10 01 ↔ 11 (a, b) ↦ (¬a, b) i ↦ −i

00 → 00 01 ↔ 10 11 → 11 (a, b) ↦ (b, a) ■

i ↦ −i X,Y

01 10 00 11 1 3 0 2
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그림 3. 행 변수 의 맞교환. 위: 와 의 라벨 대응 (표의 숫자는 라벨의 이진수 값이며, 본문의 위치 과 다르다).

아래: 같은 색은 원래 같은 행이다.  배치(오른쪽)에서는 위치 과 의 행이 서로 바뀐다. 오른쪽 그림은 토러스의 이웃 관계를

보이려고  행을 아래에 한 번 더 그렸다.

X,Y XY Y X 0, 1, 2, 3

Y X 1 3

00
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그림 4. 열 변수 의 맞교환. 그림 3과 같은 구성이며 행 대신 열이 바뀐다.

따라서 의 모든 원소는 2비트 라벨의 부호 순열이고, 의 모든 원소는 4개 입력 좌표 위의 부호 순열이다.

곧 이다. 더 정확히는 다음이 성립한다.

보조정리 2. 는 에서 좌표쌍 분할 의 안정화군(이 분할을 보존하는 부호 순열 전체)과 같고,

이다.

증명. 입력 좌표를 로 쓰고 행 라벨을 , 열 라벨을 로 한다. 칸은 (행 인덱스, 열

인덱스) 로 표시한다.

(i) 는 의 부분군이고 위수가 128이다. 는  위의 치환군으로 정의되었다. 가  위에

충실하게 작용하므로 는  위에 충실하게 작용하고, 따라서 16개 입력점 위의 치환군으로서도

위수 이다 (Gray 라벨링은 칸과 입력점 사이의 일대일 대응일 뿐이다). 보조정리 1에 의해 행

인덱스에 대한 의 원소는 행 라벨 의 부호 순열이고 를 건드리지 않는다. 열 인덱스에 대한

Z,W

D ​(Z ​)4 4 W

W ⊆ B ​4

W B ​4 {{1, 2}, {3, 4}}

[B ​ :4 W ] = 3

(x ​,x ​,x ​,x ​)1 2 3 4 (x ​,x ​)1 2 (x ​,x ​)3 4

∈ Z ​ ×4 Z ​4

W B ​4 W Z ​ ×4 Z ​4 D ​(Z ​)4 4 Z ​4

D ​(Z ​) ≀4 4 Z ​2 Z ​ ×4 Z ​4

8 ⋅ 8 ⋅ 2 = 128

D ​(Z )4 4 (x ​,x ​)1 2 x ​,x ​3 4

7



원소도 같은 방식으로 의 부호 순열이다. 전치는 이다. 이 원소들은 모두

좌표의 부호 순열이므로 이다.

(ii) 는 분할 를 보존한다. (i)의 생성원들은 각 쌍을 쌍으로 옮기거나(행·열 원소) 두 쌍을

맞바꾼다(전치). 그러므로 이다.

(iii) 위수 비교. 이 분할을 보존하는 의 원소는 각 쌍을 제자리에 두는 원소들 ( , 여기서 는

두 좌표에 대한 같은 구성이며 위수가 8이다. 따라서 위수 )과 두 쌍을 맞바꾸는 원소들로 이루어지고,

후자는 전자의 잉여류 하나이다 (두 쌍을 맞바꾸는 원소 하나가 있으므로). 따라서 안정화군의 위수는 128이다. (i)

에서 이므로 는 안정화군과 같다. 지표는 이다. 

주 (  전체가 아니라 를 쓰는 이유). 카르노맵의 인접 그래프 는 와 동형이므로 그래프로서의

자기동형군은  전체이다. 그러나 그림의 대칭으로 인정하는 것은 그림의 행·열 구조, 곧 "행 방향의 이웃"과 "열

방향의 이웃"을 구별하는 변환뿐이다. 행·열 방향을 보존하거나 맞바꾸는 변환의 군이 이고, 의 나머지 변환은

같은 16개 칸을 다른 변수 쌍 분할의 격자로 읽는 것에 해당한다.  전체를 허용하면 모든 변수 배치가 하나의

동치류가 되어 3.3절의 구분이 사라진다.

이 동일성은 두 군의 원소를 직접 대조하는 방식으로도 확인했다 ( verify_extras.py의 기본 검사: 격자 대칭

생성원이 만든 군 = 좌표쌍 안정화군).

3.3 정리 1: 24개 배치는 정확히 3개의 동치류로 나뉜다

정리 1. 3.1절의 동치관계 아래에서 24가지 변수 배치는 정확히 3개의 동치류 , , 

로 나뉘며, 각 동치류는 8개의 배치를 가진다. 여기서 는 행 변수 쌍과 열 변수 쌍의 비순서 분할을

뜻한다.

증명. ( ) 행 쌍 안의 순서를 바꾼 배치 는 행 라벨의 , 곧 보조정리 1의 인 격자

반사로 와 옮겨진다. 열 쌍 안의 교환도 같다. 행 쌍과 열 쌍을 맞바꾸는 는 전치로 옮겨진다. 이

세 연산 은 위수 8의 이면체군 를 만들고 24개 배치에 자유롭게 작용하여 각 궤도의

크기는 8이므로, 동치류는 많아야 개이다. 세 대표원은 , , 이다.

( ) 의 모든 원소는 각 좌표를 하나의 쌍 안에서 옮기거나 두 쌍을 맞바꾸므로, 배치 의 행 쌍과 열 쌍으로

이루어진 분할 은 에 의한 변환에 대해 불변이다. 개의 변수를 두 쌍으로 나누는

비순서 분할은 개이므로 동치류는 최소 개이다. 

주 (직접 세기). 같은 결과를 군 없이도 셀 수 있다. 네 변수를 행 쌍과 열 쌍으로 나누는 비순서 분할 

은 가지이고, 분할마다 행·열의 역할(2가지)과 각 쌍 안의 순서( 가지)가 있어 가지

배치가 된다. 정리 1은  아래에서 두 배치가 동치인 것이 정확히 같은 분할을 쓰는 것이라는 뜻이다.

주. 격자의 평면 대칭  8개만 쓰고 토러스 이동을 쓰지 않으면 같은 24개 배치는 12개의 동치류로 나뉜다 ( ver

ify_double_action.py로 확인). 정리 1의 "3"은 토러스 이동까지 포함한 에서만 성립한다. 이는 3.2절에서

으로 설명되는 현상이다.

3.4 세 동치류의 대표원

동치류 대표원 포함되는 8개 배치 변수 쌍 분할의 성격

I , , , , , , , 인접 알파벳 분할

II , , , , , , , 홀수/짝수 교차 분할

III , , , , , , , 외곽/내부 분할

(x ​,x ​)3 4 (x ​,x ​,x ​,x ​) ↦1 2 3 4 (x ​,x ​,x ​,x ​)3 4 1 2

W ⊆ B ​4

W {{1, 2}, {3, 4}}

W ⊆ Stab ​({{1, 2}, {3, 4}})B ​4

B ​4 B ​ ×2 B ​2 B ​ =2 Z ​ ⋊2
2 S ​2

8 ⋅ 8 = 64

∣W ∣ = 128 W 384/128 = 3 ■

B ​4 W C ​ □C ​4 4 Q ​4

B ​4

W B ​4

B ​4

{AB∣CD} {AC∣BD} {AD∣BC}

{XY ∣ZW}

≤ 3 Y X/ZW (a, b) ↦ (b, a) i ↦ −i

XY /ZW ZW/XY

τ ​, τ ​, τ ​row col trans (Z ​ ×2 Z ​) ⋊2 Z ​2

24/8 = 3 {AB∣CD} {AC∣BD} {AD∣BC}

≥ 3 W σ

{{σ(1),σ(2)}, {σ(3),σ(4)}} W 4

3 3 ■

{{p, q}, {r, s}}

​ /2 =(2
4) 3 2 × 2 3 × 8 = 24

W

D ​4
grid

W

[B ​ :4 W ] = 3

AB/CD AB/CD BA/CD AB/DC BA/DC CD/AB CD/BA DC/AB DC/BA

AC/BD AC/BD CA/BD AC/DB CA/DB BD/AC BD/CA DB/AC DB/CA

AD/BC AD/BC DA/BC AD/CB DA/CB BC/AD BC/DA CB/AD CB/DA
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3.5 배치에 따른 카르노맵 그림

배치에 따라 그림이 어떻게 달라지는지는 함수에 따라 다르다.

명제 1. 완전 대칭 함수(4장)의 카르노맵 그림은 24개 배치 모두에서 동일하다. 특히 4변수 XOR의 체커보드는 어떤

배치에서도 같은 체커보드이다.

증명. 완전 대칭 함수는 를 모든 에 대해 만족하고, 배치를 바꾸는 것은 입력점에 변수 순열을

적용하는 것과 같다. 

명제 2 (패리티와 체커보드). Gray 축 순서( 00, 01, 11, 10 )의 카르노맵에서 4변수 패리티 함수 

의 그림은 체커보드, 곧 인접한 모든 두 셀(격자의 양끝 포함)의 값이 서로 반대인 그림이다. 축 순서를 이진

순서( 00, 01, 10, 11 )로 바꾸면 체커보드가 아니라 0110 / 1001 / 1001 / 0110  꼴(이중대각)이 된다.

증명. Gray 축 순서에서 인접한 두 셀의 라벨은 정확히 한 비트만 다르다 (보조정리 1의 표). 한 비트가 바뀌면 해밍

무게의 홀짝이 바뀌므로 패리티 함수의 값이 반전된다. 따라서 모든 인접 셀의 값이 다르다. 이진 순서에서는 01과

10이 이웃하지만 두 비트가 다르므로 이 논증이 적용되지 않고, 직접 계산하면 위의 이중대각 꼴이 된다.  ( veri

fy_extras.py  [A]에서 확인)

역으로, Gray 축 순서에서 인접한 모든 칸의 값이 서로 다른 그림은 XOR 또는 XNOR의 그림뿐이다. 카르노맵의

인접 그래프는 연결 그래프이므로 한 칸의 값이 정해지면 인접한 칸의 값이 차례로 정해져 그림 전체가 결정되고, 칸

의 값이 0이면 XOR, 1이면 XNOR이기 때문이다. 따라서 Exactly-  같은 다른 대칭 함수는 Gray 축

순서에서도 체커보드가 되지 않는다.

이 명제는 체커보드가 "함수의 패리티 구조와 Gray 인접성의 결합"으로 생기는 것임을 보여준다. 명제 1에 의해 이

그림은 변수 배치와 무관하지만, 축 라벨 순서가 Gray가 아니면 달라진다. 따라서 그림이 달라지는 원인은 (i) 변수

배치와 (ii) 축 라벨 순서로 구분해야 한다.

Gray 축 순서 ( 00, 01, 11, 10 ) 이진 축 순서 ( 00, 01, 10, 11 )

XOR

f(πx) = f(x) π ∈ S ​4

■

x ​ ⊕1 x ​ ⊕2

x ​ ⊕3 x ​4

■

0000 k
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Gray 축 순서 ( 00, 01, 11, 10 ) 이진 축 순서 ( 00, 01, 10, 11 )

XNOR

그림 5. 4변수 XOR와 XNOR (패리티와 그 보수)의 그림. 모든 그림은 배치 이며 명제 1에 의해 24개

배치에서 같다. Gray 축 순서에서는 체커보드이고 이진 축 순서에서는 이중대각이다. 그림의 값은 verify_figure

s.py로 확인했다.

배치가 그림을 바꾸는 것은 비대칭 함수에 대해서이다. 예를 들어 , 곧 

의 세 대표 배치에서의 그림은 다음과 같다 (행과 열의 라벨은 위에서

아래, 왼쪽에서 오른쪽으로  순서).

 AB/CD      AC/BD      AD/BC
 1 0 1 1    1 0 1 0    1 1 0 0
 0 1 0 0    1 1 0 0    0 1 0 1
 0 0 0 0    0 0 0 0    0 0 0 0
 1 0 0 0    1 0 0 0    1 0 0 0

세 그림은 의 어떤 원소로도 서로 옮겨지지 않는다. 여기서 두 그림이 같은 종류라는 것은 한 그림을 의 원소

(이동, 반사, 전치)로 옮기면 다른 그림이 된다는 뜻이다. 명제 1의 "동일"은 칸마다 값이 문자 그대로 같다는 더 강한

뜻이다. 전수 계산 결과, 세 대표 배치에서의 그림이  아래 서로 구별되는 종류의 수는 다음과 같다 ( verify_pic

tures.py ).

구별되는 그림의 종류 함수의 개수

1 (세 배치의 그림이 로 서로 옮겨짐) 3,220

2 36,204

3 (어느 두 배치의 그림도 로 옮겨지지 않음) 26,112

이 세 숫자는 -궤도가 -궤도로 쪼개지는 개수로 설명된다 (6.5절 정리 4).

4. 완전 대칭 부울 함수와 Hamming Weight 레이어

4.1 정의

가 모든 와 모든 에 대해 를 만족할 때 완전 대칭 부울 함수라 하고, 그 집합을

로 쓴다.

AB/CD

f = m(0, 2, 3, 5, 8)∑ +ABC D

C +AB D C D +AB B D +A C ABC D

00, 01, 11, 10

W W

W

W

W

B ​4 W

f : Z ​ →2
4 Z ​2 π ∈ S ​4 x f(πx) = f(x)

S ​4
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4.2 레이어 분할

해밍 무게(입력에서 1의 개수; Hamming, 1950) 가 같은 두 입력점 사이에는 이를

옮기는 순열이 항상 존재한다. 따라서 의 값은 로만 결정되고, 는 레이어 벡터 와

일대일 대응한다. 그러므로

이다. 입력점은 레이어  ( )로 분할되며 크기는 이다.

레이어 해밍 무게 개수 민텀 카르노맵 위치 ( )

0 1 좌상단 모서리

1 4  주변 4개 셀

2 6 대각선 교차 격자

3 4  주변 4개 셀

4 1 중앙 코어 셀

마지막 열의 "모서리", "중앙" 같은 위치 표현은 표준 배치 의 그림 6을 기준으로 한 말이다. 격자는

토러스이므로 어느 칸이든 이웃 관계는 같고, 이 표현은 그림을 읽기 위한 편의일 뿐이다.

그림 6. 표준 배치 에서 각 칸의 레이어. 그림의 라벨 는 위 표의  (해밍 무게 )에 해당한다.

한 칸의 레이어는 그 칸의 입력 라벨의 해밍 무게이다.

4.3 대표 함수

기저 함수 5개:  = Exactly-  ( ).  = NOR,  = AND.

임계값 함수 4개: At-Least-  ( ). At-Least-1  OR, At-Least-3  다수결, At-Least-4  AND.

패리티 2개:  XOR,  XNOR. 두 함수의 그림은 체커보드이며 명제 1에 의해 모든

배치에서 같다.

상수 2개: , .

w(x) = x ​ ∈∑ i {0, 1, 2, 3, 4}

f ∈ S ​4 w f v ​ =f (v ​, … , v ​) ∈0 4 Z ​2
5

∣S ​∣ =4 2 =5 32

L ​ =k {w(x) = k} k = 0, … , 4 ​ ∈(
k
4) {1, 4, 6, 4, 1}

AB/CD

L ​0 m ​0

L ​1 m ​,m ​,m ​,m ​1 2 4 8 L ​0

L ​2 m ​,m ​,m ​,m ​,m ​,m ​3 5 6 9 10 12

L ​3 m ​,m ​,m ​,m ​7 11 13 14 L ​4

L ​4 m ​15

AB/CD

AB/CD L1, … ,L5 L ​, … ,L ​0 4 0, … , 4

E ​k k k = 0, … , 4 E ​0 E ​4

k k = 1, 2, 3, 4 = = =

(0, 1, 0, 1, 0) = (1, 0, 1, 0, 1) =

f ≡ 0 f ≡ 1
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그림 7. 기저 함수  ( )의 그림 (배치 ). 가 1인 칸은 레이어 의 칸이다 (그림 6). 완전

대칭 함수이므로 명제 1에 의해 24개 배치 모두에서 같은 그림이다 ( verify_figures.py ).

4.4 32개 완전 대칭 함수 목록

번호 레이어 벡터 ON-세트 크기 명칭 / 논리식

0 (0,0,0,0,0) 0 상수 0

1 (1,0,0,0,0) 1 Exactly-0 (NOR)

2 (0,1,0,0,0) 4 Exactly-1

3 (1,1,0,0,0) 5 At-Most-1

4 (0,0,1,0,0) 6 Exactly-2

5 (1,0,1,0,0) 7 Weight 

6 (0,1,1,0,0) 10 Weight 

7 (1,1,1,0,0) 11 At-Most-2

8 (0,0,0,1,0) 4 Exactly-3

9 (1,0,0,1,0) 5 Weight 

10 (0,1,0,1,0) 8 XOR (홀수 패리티)

11 (1,1,0,1,0) 9 Weight 

12 (0,0,1,1,0) 10 Weight 

13 (1,0,1,1,0) 11 Weight 

14 (0,1,1,1,0) 14

15 (1,1,1,1,0) 15 At-Most-3 (NAND)

16 (0,0,0,0,1) 1 Exactly-4 (AND)

E ​0 E ​1 E ​2

E ​3 E ​4

E ​k k = 0, … , 4 AB/CD E ​k L ​k

∈ {0, 2}

∈ {1, 2}

∈ {0, 3}

∈ {0, 1, 3}

∈ {2, 3}

∈ {0, 2, 3}

0 < Weight < 4
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번호 레이어 벡터 ON-세트 크기 명칭 / 논리식

17 (1,0,0,0,1) 2 Weight  (일치)

18 (0,1,0,0,1) 5 Weight 

19 (1,1,0,0,1) 6 Weight 

20 (0,0,1,0,1) 7 Weight 

21 (1,0,1,0,1) 8 XNOR (짝수 패리티)

22 (0,1,1,0,1) 11 Weight 

23 (1,1,1,0,1) 12 Weight 

24 (0,0,0,1,1) 5 다수결 (At-Least-3)

25 (1,0,0,1,1) 6 Weight 

26 (0,1,0,1,1) 9 Weight 

27 (1,1,0,1,1) 10 Weight 

28 (0,0,1,1,1) 11 At-Least-2

29 (1,0,1,1,1) 12 Weight 

30 (0,1,1,1,1) 15 At-Least-1 (OR)

31 (1,1,1,1,1) 16 상수 1

5.  작용 아래의 궤도 분류

5.1 의 켤레류와 입력점 위의 순환 수

는 순환 구조에 따라 5개의 켤레류로 나뉜다. 각 대표원이 16개 입력점에 일으키는 순환 수 는 순열을 직접

적용해 세면 다음과 같다.

켤레류 순환 구조 원소 수 대표원 입력점 위 순환의 구성

1 id 16 고정점 16개

6 12 고정점 8개, 2-순환 4개

3 10 고정점 4개, 2-순환 6개

8 8 고정점 4개, 3-순환 4개

6 6 고정점 2개, 2-순환 1개, 4-순환 3개

5.2 전체 공간 

2.4절에 의해 이다.

궤도의 크기 분포는 열거로 얻은 다음 표와 같다 (크기 × 궤도 수의 합 

, 궤도 수의 합 ).

궤도 크기 1 3 4 6 12 24

궤도 수 32 32 224 224 1,680 1,792

∈ {0, 4}

∈ {1, 4}

∈ {0, 1, 4}

∈ {2, 4}

∈ {1, 2, 4}

= 3

∈ {0, 3, 4}

∈ {1, 3, 4}

= 2

= 1

S ​4

S ​4

S ​4 c(g)

c(g)

C ​1 (1)4

C ​2 (2)(1)2 (12)

C ​3 (2)2 (12)(34)

C ​4 (3)(1) (123)

C ​5 (4) (1234)

F ​4

∣Fix(g, F ​)∣ =4 2c(g)

∣F ​/S ​∣ =4 4 ​[1 ⋅
24
1

2 +16 6 ⋅ 2 +12 3 ⋅ 2 +10 8 ⋅ 2 +8 6 ⋅ 2 ] =6
​ =

24
65536 + 24576 + 3072 + 2048 + 384

​ =
24

95616
3,984.

32 + 96 + 896 + 1344 + 20160 +

43008 = 65536 32 + 32 + 224 + 224 + 1680 + 1792 = 3984
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크기 1인 궤도 32개는 의 모든 원소가 고정하는 함수, 곧 4장의 완전 대칭 함수이다.

5.3 부분공간: 세 가지 클론

다음 세 함수 집합은 Post의 격자에서 합성에 닫힌 클론이다 (클론은 사영 함수를 포함하고 함수의 합성에 닫힌

함수의 집합이다). 이 논문의 계산에 쓰이는 것은 클론 구조 자체가 아니라 세 집합이 모두  작용에 닫혀 있다는

사실이다.

아핀 함수 :  ( ),  (XOR과 상수 1이 생성).

단조 함수 :  (성분별)이면 . 상수 0과 1을 포함하며  (4변수 Dedekind 수;

AND와 OR와 상수가 생성).

자기쌍대 함수 : ,  (NOT과 3입력 다수결 이 생성한다).

세 집합의 생성 연산에 관한 위 괄호 설명은 사영 함수 4개에서 출발한 4변수 함수의 닫힘을 직접 계산하여 확인했다

( verify_clone_generators.py ). 세 집합은 모두  작용으로 닫혀 있으므로 각각 -궤도들의 분리

합집합이다. 같은 클론 안의 두 함수가 같은 궤도에 속할 필요는 없다(예: 과 는 모두 아핀이지만 서로

다른 궤도에 있다). 각 공간에서 켤레류별 는 다음과 같다.

공간 합 궤도 수

아핀 32 16 8 8 4 240 10

단조 168 50 28 15 8 720 30

자기쌍대 256 64 0 16 0 768 32

아핀 공간의 Fix. 로 불변이려면 의 같은 순환 안의 변수는 계수가 같아야 한다. 변수 순환이 개이면 자유

계수는 와 순환별 하나씩이므로 이다. 의 은 이므로 이다.

자기쌍대 공간의 Fix. 는 보수 사상 와 가환하므로 보수는 -순환들을 서로 옮긴다. 어떤 -순환이 보수에

대해 닫혀 있으면 그 위에서 가 상수이면서 를 만족해야 하므로 모순이고, 이다. 그렇지

않으면 순환이 보수 쌍으로 짝지어지고 쌍마다 값을 하나 고르므로 이다. 에서는 이

로 로 가고, 에서는 이 로 으로 가므로 보수에 닫힌 순환이

있어 이다. , 에서는 그런 순환이 없으므로 , 이다.

단조 공간의 Fix. 단조 함수는  ( 의 부분집합 격자)의 상집합(up-set)과 일대일 대응한다 ( 는

에 대응). 가 로 불변인 것은 상집합 이 로 불변인 것이고, 이는 가 -궤도들의

합집합임을 뜻한다. 부분집합들의 -궤도 위에 "궤도 는 어떤 , 에 대해 "로 순서를

주면 (  불변인 상집합은 이 순서의 상집합이다) 다음이 성립한다.

각 켤레류에서 는 다음과 같이 작다.

:  (16원소). 상집합의 수는 4변수 Dedekind 수 168이다 (이미 알려진 값, Dedekind, 1897).

: 궤도는 로 정해지고 순서는 성분별 순서이다. 곧 는

사슬 의 곱이다 ( 는 개 원소의 사슬이다). 사슬 의 상집합은  상자 안의

평면분할과 일대일 대응하므로, 상집합의 수는  상자 안의 평면분할 수 

 (MacMahon, 1916)이다.

: 궤도는 이고 이다. 상집합의 수는 두 사슬의

곱의 격자 경로 수 이다.

S ​4

S ​4

L f = c ​ ⊕0 c ​x ​ ⊕1 1 ⋯ ⊕ c ​x ​4 4 c ​ ∈i Z ​2 ∣L∣ = 2 =5 32

M x ≤ y f(x) ≤ f(y) ∣M ∣ = 168

D f(¬x) = ¬f(x) ∣D∣ = 2 =8 256 MAJ ​3

S ​4 S ​4

x ​1 x ​ ⊕1 x ​2

∣Fix∣

C ​1 C ​2 C ​3 C ​4 C ​5 ∣C ​∣ ⋅∑ k Fix

L

M

D

σ σ m

c ​0 ∣Fix∣ = 2m+1 C ​, … ,C ​1 5 m 4, 3, 2, 2, 1 32, 16, 8, 8, 4

σ x ↦ ¬x σ σ

f f(¬x) = ¬f(x) Fix = 0

∣Fix∣ = 2c(g)/2 C ​3 x = (0, 1, 0, 1)

(12)(34) (1, 0, 1, 0) = ¬x C ​5 (0, 1, 0, 1) (1234) (1, 0, 1, 0)

Fix = 0 C ​2 C ​4 2 =12/2 64 2 =8/2 16

2[4] [4] = {1, 2, 3, 4} f

f (1)−1 f σ U = f (1)−1 σ U ⟨σ⟩

⟨σ⟩ O ≤ O′ a ∈ O a ∈′ O′ a ⊆ a′

σ

∣Fix ​(σ)∣ =M ​{궤도 순서집합 P ​의 상집합} ​.σ

P ​σ

C ​ =1 id P = 2[4]

C ​ =2 (12) (∣S ∩ {1, 2}∣,x ​,x ​) ∈3 4 {0, 1, 2} × {0, 1}2 P

3 × 2 × 2 k k a × b × c a × b × c

3 × 2 × 2 PP (2, 2, 3) =

​ ​ =∏i≤2,j≤2 i+j−1
i+j+2 4 ⋅ ​ ⋅2

5
​ ⋅2

5 2 = 50

C ​ =4 (123) (∣S ∩ {1, 2, 3}∣,x ​) ∈4 {0, 1, 2, 3} × {0, 1} P = 4 × 2

​ =( 2
4+2) 15
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: 부분집합 16개가 6개의 궤도(원형 이진 목걸이)로 나뉜다: , ,  (인접 쌍),  (대각

쌍), , . 와 은 크기가 같아 비교 불가능하고 나머지는 사슬이다. 곧 는 

 (가운데 두 원소는 비교 불가능)이다. 상집합은 위쪽 원소부터

채워지므로 다음과 같이 센다. 빈 상집합 1개, 최대 원소 만 있는 것 1개, 여기에 을 더한 것

1개, 거기에 가운데 두 원소를 만 / 만 / 둘 다 더하는 것 3개, 다시 까지 더한 것 1개, 마지막으로

까지 포함한 전체 1개이다. 합은 이다.

: 궤도가 10개 ( , , , , , , ,

, , )인 순서집합이다. 층별로  (층 0), , 

 (층 1), , , ,  (층 2), 

,  (층 3),  (층 4)이다. 위로 가는 관계는 , , , 

, 이고 (추이적으로 닫는다), , 이다. 빈 상집합이 아닌 상집합 는 를 포함한다. 

로 나누어 센다.

: 1개.

만 포함: 층 2에서는 만 넣을 수 있고 (나머지는 가 필요하다), 층 1은 불가능하다. 2개.

만 포함: 같은 이유로 만 넣을 수 있다. 2개.

,  모두 포함: 층 2의 부분집합 를 16가지로 고른다. 는 일 때, 는

일 때만 넣을 수 있고, 은 , 와 층 2 전부가 있을 때만 넣을 수 있다. 이면

 4가지에  포함 1가지를 더해 5개,  또는 이면 각각 2개, 나머지 13가지의 

는 각각 1개이므로 개.

빈 상집합까지 합하면 이다.

이렇게 부터 까지는 손으로 유도되고 은 알려진 Dedekind 수이다. 5개 값 모두 상집합 수가 정의대로 센

Fix와 일치하고 합이 , 궤도 수가 임을 verify_monotone_fix.p

y로 확인했다 ( verify_tables.py도 같은 값을 확인한다).

5.4 아핀 공간의 10개 궤도

아핀 함수는 계수 벡터 의 해밍 무게 와 상수 로 분류된다. 대표 함수, 궤도 크기, 안정화군은 다음과

같다.

궤도 대표 함수 크기 안정화군  (위수) -고정점

1  (24) 예

1  (24) 예

4  (6) 아니오

4  (6) 아니오

6  (4) 아니오

6  (4) 아니오

4  (6) 아니오

4  (6) 아니오

1  (24) 예

1  (24) 예

C ​ =5 (1234) ∅ {1} {1, 2} {1, 3}

{1, 2, 3} {1, 2, 3, 4} {1, 2} {1, 3} P ∅ <

{1} < {{1, 2}, {1, 3}} < {1, 2, 3} < {1, 2, 3, 4}

{1, 2, 3, 4} {1, 2, 3}

{1, 2} {1, 3} {1}

∅ 1 + 1 + 1 + 3 + 1 + 1 = 8

C ​ =3 (12)(34) ∅ {1}∼{2} {3}∼{4} {1, 2} {3, 4} {1, 3}∼{2, 4} {1, 4}∼{2, 3}

{1, 2, 3}∼{1, 2, 4} {1, 3, 4}∼{2, 3, 4} {1, 2, 3, 4} ∅ a = {1}∼{2} b =

{3}∼{4} p = {1, 2} q = {3, 4} r = {1, 3}∼{2, 4} s = {1, 4}∼{2, 3} t = {1, 2, 3}∼

{1, 2, 4} u = {1, 3, 4}∼{2, 3, 4} z p < t q < u r, s < t,u a < p, r, s

b < q, r, s a < q b < p U z U ∩

{t,u}

U = {z}

t p u

u q

t u W ⊆ {p, q, r, s} a {p, r, s} ⊆ W b

{q, r, s} ⊆ W ∅ a b W = {p, q, r, s}

(a, b) ∅ W = {p, r, s} {q, r, s} W

5 + 2 + 2 + 13 = 22

1 + 1 + 2 + 2 + 22 = 28

C ​2 C ​5 C ​1

168 + 300 + 84 + 120 + 48 = 720 720/24 = 30

(c ​, … , c ​)1 4 w c ​0

Stab(f) S ​4

O ​1 0 S ​4

O ​2 1 S ​4

O ​3 x ​1 S ​3

O ​4 x ​ ⊕1 1 S ​3

O ​5 x ​ ⊕1 x ​2 Z ​ ×2 Z ​2

O ​6 x ​ ⊕1 x ​ ⊕2 1 Z ​ ×2 Z ​2

O ​7 x ​ ⊕1 x ​ ⊕2 x ​3 S ​3

O ​8 x ​ ⊕1 x ​ ⊕2 x ​ ⊕3 1 S ​3

O ​9 x ​ ⊕1 x ​ ⊕2 x ​ ⊕3 x ​4 S ​4

O ​10 x ​ ⊕1 x ​ ⊕2 x ​ ⊕3 x ​ ⊕4 1 S ​4
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크기의 합은 이다. 의 안정화군은 와 를 각각

보존하는 순열 이다. 고정점 4개는 , XOR, XNOR이고 이는 이다.

5.5 단조 공간과 자기쌍대 공간의 궤도 구조

단조 공간 (168개, 30궤도): 궤도 크기의 분포는 크기 1이 6개, 크기 3이 2개, 크기 4가 9개, 크기 6이 6개, 크기

12가 7개이다 ( ). 크기 24인 궤도는 없다. 크기 1인 6개는 와의 교집합 ,

곧 임계값 함수 At-Least-  ( , 여기서 은 상수 1, 는 상수 0)이다. 예: 크기 3은

와 , 크기 4는 , , , 크기 6은 와 , 크기 12는

.

자기쌍대 공간 (256개, 32궤도): 크기 4인 궤도 16개와 크기 12인 궤도 16개이다 ( ). 고정점이

없다. 완전 대칭 함수에서 보수는 레이어 를 로 옮기므로 자기쌍대이려면 여야 하고, 

에서 가 되어 모순이기 때문이다. 곧 이다.

단조 공간의 30개 궤도 목록. 아래 표의 대표 함수는 최소항의 합(곱  AND,   OR, 문자는 )이다.

30개 대표가 모두 단조이고, 서로 다른 궤도에 있으며, 크기가 표와 같고, 궤도들의 합집합이 168개 전체임을 veri

fy_extras.py  [D]로 확인했다.

궤도 크기 대표 함수 궤도 크기 대표 함수

1 4

1 4

1 6

1 6

1 6

1 6

3 6

3 6

4 12

4 12

4 12

4 12

4 12

4 12

4 12

크기 합은 이다.

궤도 크기 분포의 유도. 궤도의 크기는 이므로 안정화군의 위수별 함수 수가 분포를 정한다. 의

부분군 30개(궤도의 수 30과 우연히 같은 수이다) 각각에 대해  ( 로 불변인 단조 함수의 수, 곧 -궤도

순서집합의 상집합 수)를 구하고, 부분군 격자 위의 뫼비우스 반전(Hall, 1936) 

로 안정화군이 정확히 인 함수의 수 를 얻는다. 위수별로 합하면 위수 24가 6개, 8이 6개, 6이 36개, 4가

36개, 2가 84개이고 12, 3, 1은 0개이다 ( ). 위수로 를 나눈 크기로 다시 나누면

크기 1, 3, 4, 6, 12인 궤도가 각각 개이다. 특히 안정화군이 자명한 단조 함수는 없다. 이는 30개

부분군에 대한 유한 계산이며 닫힌 식은 아니다. 30개 궤도의 대표 함수 목록 자체는 여전히 열거로 얻었다 ( verif

y_stabilizer_counts.py  [A], verify_extras.py  [D]).

1 + 1 + 4 + 4 + 6 + 6 + 4 + 4 + 1 + 1 = 32 x ​ ⊕1 x ​2 {x ​,x ​}1 2 {x ​,x ​}3 4

⟨(12), (34)⟩ ≅ Z ​ ×2 Z ​2 0, 1 L ∩ S ​4

6 + 6 + 36 + 36 + 84 = 168 S ​4 M ∩ S ​4

k k = 0, 1, … , 5 k = 0 k = 5

x ​x ​ ∨1 2 x ​x ​3 4 (x ​ ∨1 x ​)(x ​ ∨2 3 x ​)4 x ​1 x ​x ​x ​1 2 3 x ​ ∨1 x ​ ∨2 x ​3 x ​x ​1 2 x ​ ∨1 x ​2

x ​(x ∨1 2 x ​)3

64 + 192 = 256

L ​k L ​4−k v ​ =4−k ¬v ​k k = 2

v ​ =2 ¬v ​2 D ∩ S ​ =4 ∅

= ∨ = A,B,C,D

O ​1 0 O ​16 D ∨ BC ∨ AC ∨ AB

O ​2 ABCD O ​17 D ∨ C ∨ B

O ​3 At-Least-3 O ​18 BCD ∨ ACD

O ​4 At-Least-2 O ​19 CD

O ​5 A ∨ B ∨ C ∨ D O ​20 CD ∨ ABD ∨ ABC

O ​6 1 O ​21 CD ∨ BD ∨ BC ∨ AD ∨ AC

O ​7 AB ∨ CD O ​22 D ∨ C

O ​8 (A ∨ B)(C ∨ D) O ​23 D ∨ C ∨ AB

O ​9 BCD O ​24 CD ∨ ABD

O ​10 BCD ∨ ACD ∨ ABD O ​25 CD ∨ BD

O ​11 CD ∨ BD ∨ AD O ​26 CD ∨ BD ∨ ABC

O ​12 D O ​27 CD ∨ BC ∨ AD

O ​13 CD ∨ BD ∨ BC O ​28 CD ∨ BD ∨ BC ∨ AD

O ​14 CD ∨ BD ∨ AD ∨ ABC O ​29 D ∨ BC

O ​15 D ∨ ABC O ​30 D ∨ BC ∨ AC

6 ⋅ 1 + 2 ⋅ 3 + 9 ⋅ 4 + 6 ⋅ 6 + 7 ⋅ 12 = 168

24/∣Stab(f)∣ S ​4

Fix(H) H H

N(H) = Fix(H) − ​N(K)∑K⊋H

H N(H)

6 + 6 + 36 + 36 + 84 = 168 24

6, 2, 9, 6, 7
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5.6 공간들의 교집합

네 공간은 포함 관계를 이루지 않는다. 완전 대칭 함수  (32개)와의 교집합은 다음과 같다.

교집합 크기 내용

4  XOR, XNOR

6 At-Least-  ( )

0 없음

예를 들어 Exactly-2는 완전 대칭이지만 아핀, 단조, 자기쌍대 어느 공간에도 속하지 않는다.

한편 아핀이면서 단조인 함수의 집합은  (6개)이다 ( 는 아핀이지만 단조가

아니고, 도 단조가 아니다). 이 6개는 3개의 -궤도(크기 1, 1, 4)를 이루며, -고정점은 상수 0과

1뿐이다 ( verify_extras.py  [E]).

6. 합성군 

6.1 문제

는 변수의 이름을 바꾸고,  (3.2절)는 카르노맵 그림의 격자를 움직인다. 두 군은 모두 16개 입력점의 치환으로

에 작용한다. 두 군이 함께 작용할 때 함수를 어떻게 분류하는가? 그리고 이 합성은 직접곱인가?

6.2 정리 2 (합성군의 구조)

정리 2. 와 격자 평면 대칭  (회전·반사 8개)가 생성하는 군 는 다음을 만족한다.

1. 이고 이다. 토러스 이동까지 더해도 는 변하지 않는다.

2. 는  (위수 192)가 아니다. 와 는 가환하지 않으며 의 크기는 2이다.

증명. (1) 보조정리 1에 의해 격자의 모든 대칭은 에 속하므로 이다. 행 반사는 의 반전 이고 

이다. 이를 로 켤레하면 가 되어 모든 입력 반전이 에 속한다. 따라서 이고 

이므로 이다. 토러스 이동도 보조정리 1에 의해 에 속하므로 추가해도 군은 변하지 않는다. (2)

이므로 가환하지 않는다. 는 행 반사  ( , 곧 의 반전), 열

반사  ( 의 반전), 전치  (순열 )가 생성하며, 그 원소는  ( )이다. 

이면 원소를  꼴로 썼을 때 반전 성분 가 0이 아니다. 따라서 이다. 

6.3 정리 3 (  아래의 궤도)

정리 3.  아래에서 는 402개의 궤도로 분할되고, 아핀 공간 은 6개, 자기쌍대 공간 는 7개의 궤도로

분할된다. 단조 공간 은 입력 반전에 닫혀 있지 않아 -궤도 분해를 정의하지 않는다.

증명. 전체 공간. Burnside 보조정리에 의해 궤도 수는 이다. 에서 를 순환으로

분해하고, 각 순환 위에서 부호 벡터 의 성분을 더한 값이 0 (mod 2)이면 양의 순환, 1이면 음의 순환이라 부른다.

의 켤레류는 이 부호 순환 구조  ( : 양의 순환 길이들, : 음의 순환 길이들, )로 분류되어

20개이다 (초팔면체군의 표준 사실이다. Carter, 1972; Humphreys, 1990). 켤레류의 크기는 이고

 ( , 에 대해 각각 곱함)이다. 부호 순환 하나가 자신의 좌표  위에서 일으키는 점

순환의 길이 분포는 양의 -순환에 대해  순으로 , , , 이고, 음의 -순환에

대해서는 , , , 이다. 이 분포는 다음과 같이 유도된다. 부호 -순환 는 좌표를 한 칸씩 이동시키며,

S ​4

L ∩ S ​4 0, 1,

M ∩ S ​4 k k = 0, … , 5

D ∩ S ​4

L ∩ M = {0, 1,x ​,x ​,x ​,x ​}1 2 3 4 x ​ ⊕1 x ​2

¬x ​ =1 x ​ ⊕1 1 S ​4 S ​4

⟨S ​,W ⟩ =4 B ​4

S ​4 W

F ​4

S ​4 D ​4
grid

G

G = B ​ =4 Z ​ ⋊2
4 S ​4 ∣G∣ = 384 G

G D ​ ×4
grid

S ​4 D ​4
grid

S ​4 D ​ ∩4
grid

S ​4

B ​4 G ⊆ B ​4 x ​1 (id, e ​)1 ∈

G π ∈ S ​4 (id, e ​)π (1)−1 G N ⊆ G S ​ ⊆4 G

G ⊇ NS ​ =4 B ​4 B ​4

(12) (id, e ​) (12) =1
−1 (id, e ​) =2  (id, e ​)1 D ​4

grid
ρ ​r i ↦ 3 − i x ​1

ρ ​c x ​3 τ (13)(24) ρ ​ρ ​τr
a

c
b e a, b, e ∈ {0, 1} (a, b) = (0, 0)

(π, c) c S ​ ∩4 D ​
=4

grid {id, τ} ■

B ​4

B ​4 F ​4 L D

M B ​4

​ ​ 2384
1 ∑g∈B ​4

c(g) (π, c) ∈ B ​4 π

c

B ​4 (λ;μ) λ μ ∣λ∣ + ∣μ∣ = 4

384/∣C ​(g)∣B4

∣C ​(g)∣ =B ​4 ​(2ℓ) m ​!∏ℓ
m ​ℓ ℓ λ μ Z ​2

ℓ

ℓ ℓ = 1, 2, 3, 4 {1 }2 {1 , 2}2 {1 , 3 }2 2 {1 , 2, 4 }2 3 ℓ

{2} {4} {2, 6} {8 }2 ℓ g
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음의 순환이면 이동 중 한 좌표(순환을 한 바퀴 돌 때 한 번 지나는 위치)를 반전시킨다.  ( )로

쓰면 는 칸 이동과 번의 " "의 합성이고, 은 양의 순환이면 항등, 음의 순환이면 이 개 좌표 전체의 반전

(보수)이다. 칸 이동은 좌표를  ( 이면 )개의 순환으로 나누고 각 순환은 길이 이며 한

바퀴에 번 경계를 넘는다. 따라서 음의 순환에서 가 점을 고정하려면 각 순환의 반전 횟수 가

짝수여야 하고, 그러면 , 아니면 0이다 (양의 순환은 항상 ). 의 위수(  또는 )로 이 값들을

평균하면 점 순환의 수가 나오고, 길이가 정확히 인 점의 수는 인 에 대한 에 뫼비우스

반전을 적용해 얻는다. 예컨대 음의 3-순환은 에서 이므로 순환이 개이고, 길이

2의 점 2개( 에서 고정)와 길이 6의 점 6개로 나뉜다. 이 8가지 분포와 공식은 모두 verify_picture_crit

erion.py  [A]에서 직접 열거와 대조했다. 서로 다른 좌표 블록에는 직접곱으로 작용하므로 길이 , 인 두 순환은

개의 순환을 만든다. 이 규칙으로 를 얻는다.

크기 자기쌍대 

48 2 4 0

32 4 16 0

12 4 16 0

12 4 16 4

1 8 256 0

32 4 16 4

24 4 16 4

4 8 256 16

24 4 16 4

12 8 256 0

12 4 16 4

6 8 256 16

32 4 16 4

24 8 256 16

4 8 256 16

48 6 64 0

32 8 256 16

12 10 1024 0

12 12 4096 64

1 16 65536 256

합계 384 154,368 2,688

따라서 궤도 수는 이다. 이는 문헌의 4변수 NP 동치류의 개수와 일치한다.

아핀 공간. 에 를 작용하면 이므로 아핀으로 닫혀 있고 의 해밍 무게 는

보존된다. 이면 상수 가 바뀌지 않아 상수 0과 1이 별개의 궤도 2개이다. 이면 인 로 를

뒤집을 수 있고 가 같은 무게의 를 옮기므로 무게마다 궤도가 1개로 4개이다. 합하여 이다.

자기쌍대 공간. 는 보수 사상과 가환하므로 는 닫혀 있다. 5.3절의 논증이 그대로 적용되어 

(보수에 닫힌 점 순환이 있을 때) 또는 이다. 위 표의 마지막 열의 가중합은 이고 이다. 

켤레류 표의 크기와 , 그리고 위 합들은 384개 원소의 전수 열거로 검증되었다 ( verify_b4_table.py ).

k = qℓ + r 0 ≤ r < ℓ

gk r q gℓ gℓ ℓ

r d = gcd(ℓ, r) r = 0 d = ℓ ℓ/d

r/d gk r/d + qℓ/d

∣Fix(g )∣ =k 2d 2d ⟨g⟩ ℓ 2ℓ

m m ∣ ord(g) m ∣Fix(g )∣m

k = 0, … , 5 8, 0, 2, 0, 2, 0 12/6 = 2

k = 2, 4

a b

gcd(a, b) c(g)

(λ;μ) c(g) ∣Fix∣ = 2c(g) ∣Fix ​∣D

( ; 4)

( ; 3, 1)

( ; 2, 2)

( ; 2, 1, 1)

( ; 1, 1, 1, 1)

(1; 3)

(1; 2, 1)

(1; 1, 1, 1)

(2; 2)

(2; 1, 1)

(1, 1; 2)

(1, 1; 1, 1)

(3; 1)

(2, 1; 1)

(1, 1, 1; 1)

(4; )

(3, 1; )

(2, 2; )

(2, 1, 1; )

(1, 1, 1, 1; )

154,368/384 = 402

f = c ​ ⊕0 c ⋅ x (π, e) c ⊕0 c ⋅ e ⊕ c ​ ⋅π x c w

w = 0 c ​0 w ≥ 1 c ⋅ e = 1 e c ​0

S ​4 c 2 + 4 = 6

(π, e) D ∣Fix ​(g)∣ =D 0

2c(g)/2 2,688 2,688/384 = 7 ■

c(g)
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6.4 해석

정리 2에 의해 카르노맵 격자의 대칭과 변수 순열을 함께 허용한다는 것은 입력 반전까지 허용한다는 뜻이다. 그

동치류의 수가 402이다. 입력 반전이 없는  아래에서는 3,984개이고, 격자의 평면 대칭 8개만으로는

8,548개, 토러스 이동까지 포함한  아래에서는 805개이다 (두 수는 verify_double_action.py의

출력이다).

보조정리 2에 의해 변수 배치의 3개 동치류(정리 1)는 의 세 잉여류, 곧 4개의 변수를 두 쌍으로 나누는

3가지 분할과 대응한다.

출력 반전까지 허용하면 NPN 동치류이고 그 수는 222로 알려져 있다.

6.5 카르노맵 그림의 대칭과 종류

정리 4. (1) (시각적 대칭) 표준 배치의 그림이 격자 대칭  아래 불변인 것은 , 곧 인

것과 동치이다. (2) (그림 종류의 개수) 함수 의 그림이 24개 변수 배치(또는 세 대표 배치)에서  아래 서로

구별되는 종류의 수는  안에 있는 -궤도의 수와 같고, 그 값은 1, 2, 3 중 하나이다.

증명. (1) 그림의 셀 값은 의 해당 입력점의 값이고, 격자 대칭 는 입력점을 치환하므로(보조정리 1) 그림이 

아래 불변인 것은 와 같다. (2) 배치 의 그림은 표준 배치의 그림에 변수 순열 를 합성한 

의 그림이다. 두 그림이  아래 같은 종류라는 것은 와 가 같은 -궤도에 있다는 뜻이므로, 24개

배치 전체에서 구별되는 그림 종류의 수는 가 만나는 -궤도의 수이다. 가 모든 입력 반전 을 포함하므로

(행 반사 는 의 반전이고, 이를 행의 맞바꿈  (보조정리 1에서 과 의 맞바꿈)로 켤레하면 

의 반전이다. 열에서도 , 의 반전이 같은 방식으로 나온다) 이고 이다. 따라서 이

수는  안의 -궤도의 수와 같다. 이므로 이 수는 3 이하이다. 정리 1에 의해 동치류가 같은 배치의

그림은  아래 같은 종류이므로 세 대표 배치만으로 모든 종류가 나온다. 

정리 5 (그림 종류 수의 판정). 는 세 변수 쌍 분할  위에 을 통해

작용하고 (변수 4개를 두 쌍으로 나누는 방법은 3가지이고 변수 순열이 이 3가지를 서로 바꾸므로 이

생긴다. 는 이다), 는 표준 분할의 안정화군이다. 를 의 -안정화군이라 하고 

를 그 상이라 하면, 의 그림 종류 수는 가 세 분할에 작용할 때의 궤도 수와 같다. 곧

이면 3종,

이면 2종,

 (위수 3 또는 6)이면 1종.

증명. 정리 4(2)에 의해 그림 종류 수는  안의 -궤도의 수이고, 이는 이중 잉여류 의

개수이다. 이는 가 에 왼쪽 곱으로 작용할 때의 궤도 수와 같다(역원을 취해 대응시킨다). 는

로 세 분할의 집합과 -동변으로 대응하므로( 가 표준 분할의 안정화군이고 가 세 분할에

추이적이므로) 이 궤도 수는 의 분할 위 궤도 수이다. 의 부분군은 자명군, 위수 2의 군(호환 하나가 한 분할을

고정하고 나머지 둘을 맞바꾼다), 위수 3 이상(전체 추이적)이므로 위와 같다. 

이로써 그림 종류 수가 왜 1, 2, 3 중 하나인지가 군론적으로 설명된다. 전수 열거에서 의 크기별 함수 개수는

자명(3종) 26,112, 위수 2(2종) 36,204, 위수 6(1종) 3,220이다. 402개 모든 -궤도에서 이 기준과 정의대로 센

값이 일치함을 확인했다 ( verify_picture_criterion.py ). 위수 3인 상은 나타나지 않는데, 이는 다음

때문이다.

따름정리 6. 의 위수는 1, 2, 6 중 하나이다. 곧 이면 이고, 이때 그림은 한 종류뿐이다.

증명. 가 3-순환을 포함하면 에  성분이 3-순환 인 원소 가 있다. 의  성분은 이므로 은

순수 부호 원소이고 이다. 따라서 의 위수는 3 또는 6이다. 6이면 가 위수 3이고  성분 가 3-

순환이므로, 어느 경우에나 는  성분이 3-순환 인 위수 3의 원소 를 가진다 ( 는 부호 벡터).
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(1) 는 순수 순열 와 켤레이다. 의 순환 위치를 , 고정 위치를 라 하자. 은 이고

임을 뜻한다. 부호 벡터 로 켤레하면 는 로 바뀐다. 는  좌표 위에서 핵이

상수 벡터인 선형사상이므로 상의 차원이 2이고, 이는 합이 0인 벡터 전체이다. 따라서 를 골라 를 0으로 만들 수

있다. 도 같은 -궤도에 있고 그 안정화군은 의 켤레이며  상은 같으므로, 일반성을 잃지 않고 로

둘 수 있다.

(2) 로 불변이면 호환 로도 불변이다. 세 좌표  위의 비트열에서 순환군 의 궤도는 해밍 무게 0, 1, 2,

3인 것끼리 정확히 한 궤도씩이다 (무게 1인 세 문자열은 서로 순환 이동이고 무게 2도 같다). 이는 의 궤도와

같다. 그러므로 로 불변인 는  위에서 대칭이고, 특히 이다.

(1), (2)에서 는 로 가는 상이 3-순환과 호환을 모두 포함하므로 이다. 

(1)의 켤레 가능성과 원소 위수 분포(3-순환 성분을 가진 128개 원소는 위수 3이 32개, 6이 96개), 그리고 (2)가

65,536개 함수 전체에서 성립함은 verify_picture_criterion.py  [B]로 확인했다.

그림 종류별 함수 개수의 유도. 정리 5와 따름정리 6에 의해 세 개수는 다음 두 수로 정해진다. 은 상이 인

함수의 수로,  성분이 3-순환인 128개 원소 중 어느 하나로 불변인 함수의 수와 같다 (따름정리 6). 는 상이

호환을 포함하는 함수의 수 ( )로,  상이 호환인 192개 원소 중 어느 하나로 불변인 함수의 수이다. 원소

로 동시에 불변인 함수는 이들이 생성하는 군 의 점 궤도 위에서 상수인 함수이므로 그 수는 이다.

따라서 이 원소들이 생성하는 서로 다른 순환부분군 에 대해 포함·배제

가 합집합의 크기를 준다. 부분집합 개를 모두 나열하지 않고, 같은 군을 생성하는 부분집합들의 부호를 모아

군별 계수로 계산한다 (동적계획). 3-순환 성분 원소는 순환부분군 64개, 호환 상 원소는 108개이고, 계수가 0이

아닌 생성군은 각각 37개, 1,308개이다. 결과는 , 이다. 따라서 

이고 이다. 이 유도는 함수를 세지 않고 군의 점 궤도 수만 쓰며, 앞의 열거

결과와 일치한다 ( verify_stabilizer_counts.py  [B]). 다만 포함·배제의 합 자체는 컴퓨터로 수행한 유한

계산이며 닫힌 식은 아니다.

계산 결과. -궤도 402개 중 -궤도 1개로 이루어진 궤도의 함수는 모두 3,220개, 2개로 쪼개지는 궤도의 함수는

36,204개, 3개로 쪼개지는 궤도의 함수는 26,112개이고, -궤도의 총수는 805이다. 이 값은 3.5절에서 직접 센

"그림 종류" 개수와 정확히 일치한다 ( verify_extras.py  [C]).

예 (시각적 대칭). 은 를 만족하고 이다.

는 도 만족하며, 이는 전치와 두 반사의 합성인 의

원소이다 ( ).

배치에 따라 그림이 달라지는 예는 다음과 같다. 그림 8은 의 세 대표

배치에서의 그림이다. 와 의 그림은 같고 의 그림만 다르므로 그림 종류는 2이고,

이다. 그림 9는 의 그림이며, 와 의 그림이

같고 만 다르다 (그림 종류 2, ).
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그림 8. 의 세 대표 배치에서의 그림.

그림 9. 의 세 대표 배치에서의 그림. 두 함수 모두  아래 구별되는 그림은 2종이며 ( verify_f

igures.py ), 정리 5에 의해 안정화군의  상의 크기가 2인 경우에 해당한다.

7. 결론, 한계, 향후 과제

7.1 결과 요약

1. 카르노맵의 격자 대칭은 입력 반전과 변수 순열이 이루는 군  (위수 384)의 부분군  (위수 128, 지표 3)

이다.

2. 24가지 변수 배치는  아래 3개의 동치류로 나뉜다. 격자의 회전·반사 8개만으로는 12개이다.

3. 완전 대칭 함수의 그림은 배치에 무관하다. 그 밖의 함수는 배치에 따라 달라질 수 있다.

4.  아래의 궤도 수: 전체 3,984, 아핀 10, 단조 30, 자기쌍대 32.  아래: 전체 402, 아핀 6, 자기쌍대 7.

5. 그림의 시각적 대칭은 -안정화군의 원소이다 (정리 4(1)). 함수의 그림이 세 대표 배치에서 구별되는 종류의

수는 1, 2, 3 중 하나이며(정리 4(2), 정리 5), 해당하는 함수는 각각 3,220, 36,204, 26,112개이다.

7.2 한계

3장의 격자 대칭은 표준 Gray code 모델과 격자의 회전·반사·토러스 이동을 기준으로 한다. 다른 규약의

카르노맵(예: 다른 라벨 순서)에서는 군의 구체적 표현이 달라질 수 있으나, 보조정리 1의 구조는 유지된다.
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단조 공간의 Fix 값은 궤도 순서집합의 상집합 수로 환원하여 손 계산 또는 알려진 값(Dedekind 수)으로

유도했다. 궤도 크기 분포는 의 부분군 30개 위의 뫼비우스 반전이라는 유한 계산으로 유도했고 닫힌 식은

아니며, 30궤도 각각의 대표 함수 목록은 열거에 의존한다. 3.5절의 그림 개수는 정리 4로 " -궤도가 -

궤도로 쪼개지는 수"와 같음을, 정리 5로 안정화군의  상의 크기와 같음을 보였고, 그 수(3,220, 36,204,

26,112)는 군의 점 궤도 수에 대한 포함·배제로 유도했다. 이 포함·배제는 컴퓨터로 수행한 유한 계산이며 닫힌

식은 아니다. 정리 3의  표는 점 순환 분포 유도(공식은 증명했고 각 값은 열거로 대조)와 20개 켤레류의

크기 계산에 기대고 있다. 재현 스크립트가 제공된다.

결과는 4변수에 한정된다.

선행 연구 조사는 웹 검색과 OEIS 조회에 한정되었다. 3,984, 402, 30, 210은 문헌 값과 일치함을 확인했으나,

정리 1·4와 클론별 궤도 구조의 선행 여부는 전문가 검토로 다시 확인해야 한다.

7.3 향후 과제

1. 변수로의 일반화. 이 짝수이면 카르노맵은  격자(양끝이 이어진 토러스 배열)이며 변수 순열과

입력 반전이 이루는 군은  (위수 )이다. 다만 에서는 격자 토러스의 인접 그래프가 

와 같지만, 에서는 한 비트만 다른 셀들의 그래프 이 격자 토러스보다 간선이 많아 두 그래프를

구별해야 한다. 격자 대칭이 의 어떤 부분군이 되는지, 변수 배치의 동치류 수가 어떻게 일반화되는지

규명하는 것이 과제이다. 이 홀수이면 격자가 정사각형이 아니므로 별도의 분석이 필요하다. 참고로 변수

순열만 허용한 예비 계산에서 는 아핀 함수 64개가 12개, 단조 함수 7,581개가 210개의 -궤도로

나뉜다 ( verify_extras.py  [F]).

2. 닫힌 식. 단조 궤도 크기 분포(6, 2, 9, 6, 7)와 그림 종류별 함수 개수(26,112 / 36,204 / 3,220)를 컴퓨터

계산이 아니라 , 의 부분군 격자의 구조에서 닫힌 식으로 유도하는 것이 남은 과제이다. 30개 궤도의 대표

함수 목록을 열거 없이 얻는 방법도 열려 있다.

3. 변수 일반화에서의 그림 종류. 정리 5의 "  위의 안정화군 작용" 구조가  (짝수)에서 어떤 분포를

주는지 규명한다.
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